
Семинары 7-8. Прямые и плоскости в пространстве

Плоскость в декартовой системе координат может быть задана

• векторным уравнением n̄(r̄ − r̄0) = 0;

• общим уравнением Ax+By + Cz +D = 0;

• уравнением в отрезках
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1;

• нормальным уравнением x cosα + y cos β + z cos γ − p = 0;

• параметрическими уравнениями


x = x0 + ue1x + ve2x

y = y0 + ue1y + ve2y

z = z0 + ue1z + ve2z

.

2.180(a). Заданы плоскость P :−2x+y−z+1 = 0 и точкаM(1, 1, 1). Написать уравнение
плоскости P ′, проходящей через M параллельно P и вычислить расстояние между двумя
плоскостями.

/ n̄ = n̄P = −2i + j− k; OM · n̄P = −2; уравнение плоскости P −2x+ y − z + 2 = 0.
Выберем на плоскости P точку N(0, 0, 1). NM = i + j;

ρ(P, P ′) =
∣∣прn̄NM

∣∣ =

∣∣∣∣NM · n̄|n̄|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1√
6

∣∣∣∣ =
1√
6
. .

2.181(a). Написать уравнение плоскости P ′, проходящей через точки M1(1, 2, 0) и
M2(2, 1, 1) перпендикулярно плоскости P : −x+ y − 1 = 0.

/ M1M2 = i− j + k; n̄ = M1M2 × n̄P =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 −1 1
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −i− j; n̄OM1 = −3.

Ответ: −x− y + 3 = 0. .

2.182(a). Написать уравнение плоскости P ′, проходящей через точку M(1, 1, 1) парал-
лельно векторам ā1(0, 1, 2) и ā2(−1, 0, 1).

/ n̄ = ā1 × ā2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
0 1 2
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = i− 2j + k; n̄OM = 0. Ответ: x− 2y + z = 0. .

2.183(a). Написать уравнение плоскости, проходящей через точкиM1(1, 2, 0) иM2(2, 1, 1)
параллельно вектору ā(3, 0, 1).

/ M1M2 = i− j + k; n̄ = M1M2 × ā =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 −1 1
3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −i + 2j + 3k; n̄OM1 = 3;

Ответ: −x+ 2y + 3z − 3 = 0. (В задачнике в ответе опечатка.) .

2.184(б). Написать уравнение плоскости, проходящей через три заданные точкиM1(1, 1, 1),
M2(0,−1, 2) и M3(2, 3,−1).

/ M1M2 = −i− 2j + k; M1M3 = i + 2j− 2k; Пусть M(x, y, z) — точка, принадлежащая
плоскости; тогда

M1M2M1M3M1M =

∣∣∣∣∣∣
−1 −2 1
1 2 −2

x− 1 y − 1 z − 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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∣∣∣∣∣∣
−1 −2 1
1 2 −2

x− 1 y − 1 z − 1

∣∣∣∣∣∣ = 2(x− 1)− (y − 1) + 0(z − 1) = 2x− y − 1. Ответ: 2x− y − 1 = 0. .

2.185. Исследовать взаимное расположение двух плоскостей P1: −x+ 2y − z + 1 = 0 и
P2: y+ 3z− 1 = 0. Если они пересекаются, то найти косинус угла между ними, если нет —
расстояние между плоскостями.

/ Нормальные векторы плоскостей не коллинеарны, значит, они не параллельны, т.е.
пересекаются. Угол между плоскостями всегда 6 90◦, поэтому

cos(P̂1, P2) =
∣∣cos(n̂1, n2)

∣∣ =
| − 1|√
6 ·
√

10
=

1√
60

Ответ: cos(P̂1, P2) =
1

2
√

15
. .

2.190. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку M0(1, 7,−5) и отсека-
ющей от осей координат положительные и равные отрезки.

/ Будем искать уравнение плоскости в отрезках:
x

a
+
y

a
+
z

a
= 1, a > 0;

1

a
+

7

a
+
−5

a
=

3

a
= 1⇒ a = 3; Ответ: x+ y + z = 3. .

2.196. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку A(1, 1,−1) и перпен-
дикулярной к плоскостям P1: 2x− y + 5z + 3 = 0 и P2: x+ 3y − z − 7 = 0.

/ n̄1 = 2i− j + 5k, n̄2 = i + 3j− k.

n̄1 × n̄2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
2 −1 5
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣ = −14i + 7j + 7k; возьмём n̄ = −2i + j + k. n̄OA = −2.

Ответ: −2x+ y + z + 2 = 0. .

1. Найти общие уравнения плоскостей, которые проходят через точки P (0, 0, 20) и
Q(11, 1, 1) и отсекает от положительного координатного октанта тетраэдр объема 1200.

/ Будем использовать уравнение плоскости в отрезках:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

При этом объем такого тетраэдра равен V =
1

6
abc = 1200.
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2.148. Исследовать случай взаимного расположения прямых на плоскости:

L1 : x+ y − 1 = 0, L2 :
x

2
=
y + 1

−2
.
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2. составить общие уравнения биссектрисы L′ острого угла и L′′ тупого угла между
прямыми x+ y = 0 и 7x− y = 8.
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Прямая в пространстве.

Прямая в пространстве может быть задана

• векторным уравнением r̄(t) = r̄0 + tq̄;

• параметрическими уравнениями


x(t) = x0 + lt
y(t) = y0 +mt
z(t) = z0 + nt

;

• каноническими уравнениями
x− x0

l
=
y − y0

m
=
z − z0

n
;

• общими уравнениями
{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

;

• уравнениями в проекциях.

2.197(a). Прямая L задана общими уравнениями:{
2x− y + 2z − 3 = 0
x+ 2y − z − 1 = 0

.

Написать для этой прямой канонические уравнения и уравнения в проекциях.
/ Направляющий вектор прямой

q̄ =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ̄ k̄
2 −1 2
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = −3ı̄+ 4̄+ 5k̄.

Выберем произвольную точку на прямой. Если положим z = 0, то получим точкуB(7/5,−1/5, 0).
Тогда каноническое уравнение

x− 7/5

−3
=
y + 1/5

4
=
z

5
.

Исключая по очереди каждую из переменных из общих уравнений, получим уравнения в
проекциях: 

4x+ 3y − 5 = 0
5x+ 3z − 7 = 0
5y − 4z + 1 = 0

. .

2.198. Написать канонические уравнения прямой, проходящей через точкуM0(2, 0,−3)
параллельно:

а) вектору q̄(2,−3,−5); б) прямой
x− 1

5
=
y + 2

2
=
z + 1

−1
;

в) оси Ox; г) оси Oz;

д) прямой
{

3x− y + 2z − 7 = 0
x+ 3y − 2z − 3 = 0

; е) прямой x = −2 + t, y = 2t, z = 1− t/2.

/ а)
x− 2

2
=

y

−3
=
z + 3

5
; б)

x− 2

5
=
y

2
=
z + 3

1
; в)

x− 2

1
=
y

0
=
z + 3

0
;

г)
x− 2

0
=
y

0
=
z + 3

1
;
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д) (3i−j+2k)×(i+3j−2k) = −4i+8j+10k;
x− 2

−2
=
y

4
=
z + 3

5
; е)

x− 2

1
=
y

2
=
z + 3

−1/2
.

.

2.200(a). Заданы прямая L:
x− 1

2
=
y

1
=
z + 1

0
и точка M(0, 1, 2) /∈ L (проверить!).

Требуется:
а) написать уравнение плоскости, проходящей через прямую L и точку M ;
б) написать уравнение плоскости, проходящей через точкуM перпендикулярно прямой

L;
в) написать уравнение перпендикуляра, опущенного из точки M на прямую L;
г) вычислить расстояние от M до L;
д) найти проекцию точки M на прямой L.
/ а) Обозначим A(1, 0,−1), q̄ = 2ı̄+ ̄. Нормальный вектор плоскости

n̄ = AM × q̄ =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ̄ k̄
−1 1 3
2 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −3ı̄+ 6̄− 3k̄.

Уравнение плоскости: −3x+ 6(y − 1)− 3(z − 2) = −3x+ 6y − 3z = 0 или x− 2y + z = 0.
б) 2(x− 0) + 1(y − 1) = 0 или 2x+ y − 1 = 0.
в) Искомая прямая есть пересечение плоскостей из пунктов а) и б), поэтому её общие

уравнения {
x− 2y + z = 0
2x+ y − 1 = 0

(каноническое уравнение —
x

−1
=
y − 1

2
=
z − 2

5
).

г) l =
|AM × q̄|
|q̄|

=
3
√

1 + 22 + 1√
22 + 1

=
3
√

6√
5
.

д) Искомая точка — точка пересечения прямой из пункта в) и прямой L. Подставляя

в общие уравнения в) z = −1, получим M ′(
3

5
,−1

5
,−1). .

2.204. Найти расстояние между параллельными прямыми

L1 :
x− 2

3
=
y + 1

4
=
z

2
и L2 :

x− 7

3
=
y − 1

4
=
z − 3

2
.

/ A1(2,−1, 0) ∈ L1, A2(7, 1, 3) ∈ L2, A1A2 = {5, 2, 3}, q̄ = {3, 4, 2}.

A1A2 × q̄ =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ̄ k̄
5 2 3
3 4 2

∣∣∣∣∣∣ = −8ı̄− ̄+ 14k̄;

ρ(L1, L2) =
|A1A2 × q̄|
|q̄|

=

√
64 + 1 + 196√
9 + 16 + 4

=

√
261√
29

=
√

9 = 3. .

2.205(а). Найти расстояние от точкиA(2, 3,−1) до прямой L:
{

2x −2y +z +3 = 0
3x −2y +2z +17 = 0

.

/ Направляющий вектор прямой

q̄ =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ̄ k̄
2 −2 1
3 −2 2

∣∣∣∣∣∣ = −2ı̄− ̄+ 2k̄.
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Выберем произвольную точку на прямой. Если положим z = 0, то получим точкуB(−14,−25/2, 0).
Тогда

l =
|AB × q̄|
|q̄|

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

ı̄ ̄ k̄
−16 −31/2 1
−2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

3
=

∣∣−30ı̄+ 30̄− 15k̄
∣∣

3
= 15. .
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