
Семинары 11-12. Кривые второго порядка.
Эллипс.

2.249. Установить, что каждое из уравнений определяет эллипс, найти его центр C,
полуоси, эксцентриситет и уравнения директрисс.

а) 5x2 + 9y2 − 30x + 18y + 9 = 0;
в) 4x2 + 3y2 − 8x + 12y − 32 = 0.

/ а) 5(x− 3)2 − 45 + 9(y + 1)2 − 9 + 9 = 0;
(x− 3)2

9
+

(y + 1)2

5
= 1;

Каноническое уравнение:
(x′)2

9
+

(y′)2

5
= 1, x′ = x− 3, y′ = y + 1.

Полуоси: a = 3, b =
√

5, центр: C(3,−1).

Эксцентриситет: ε = c/a =

√
a2 − b2

a
=

2

3
.

Уравнения директрисс:
d1 : x′ = −a/ε⇒ x = −a/ε + 3 = −9/2 + 3 = −3/2;
d2 : x′ = a/ε⇒ x = a/ε + 3 = 15/2.

в) 4(x− 1)2 − 4 + 3(y + 2)2 − 12− 32 = 0;
(x− 1)2

12
+

(y + 2)2

16
= 1;

Каноническое уравнение:
(x′)2

16
+

(y′)2

12
= 1, x′ = y + 2, y′ = x− 1.

Полуоси:a = 4, b = 2
√

3, центр: C(1,−2).

Эксцентриситет: ε = c/a =

√
a2 − b2

a
=

1

2
.

Уравнения директрисс:
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d1 : x′ = −a/ε⇒ y = −a/ε− 2 = −8− 2 = −10;
d2 : x′ = a/ε⇒ y = a/ε− 2 = 8− 2 = 6. .

Решим несколько задач на составление уравнения эллипсов.
1.

2.

2



3.

4.

3



Гипербола.

2.269(а). Установить, что уравнение 16x2−9y2−64x−54y−161 = 0 определяет гипер-
болу, найти ее центр, полуоси, эксцентриситет, фокусы, уравнения асимптот и директрис.

/ 16(x− 2)2 − 64− 9(y + 3)2 + 81− 161 = 0;
(x− 2)2

9
− (y + 3)2

16
= 1;

Каноническое уравнение:
(x′)2

9
− (y′)2

16
= 1, x′ = x− 2, y′ = y + 3.

Полуоси: a = 3, b = 4, центр C(2,−3).

Эксцентриситет: ε = c/a =

√
a2 + b2

a
=

5

3
;

Уравнения асимптот: y′ = ± b

a
x′ ⇒ y + 3 = ±4

3
(x− 2).

Уравнения дирекрисс: x′ = ±a/ε = ±9/5,
d1 : x− 2 = −9/5⇒ x = 1/5; d2 : x− 2 = 9/5⇒ x = 19/5. .

4



2.276. Показать, что кривая, заданная уравнением xy = 1 или y = 1/x, есть равносто-
ронняя гипербола. Написать ее каноническое уравнение, найти ее эксцентриситет, фокусы
и уравнения директрисс.

/ Рассмотрим наряду с заданной системой координат Oxy систему Ox′y′, начало кото-
рой совпадает с началом Oxy, а координатные стрелки повернуты относительно начала
координат на угол 45◦ (см. рисунок).
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Выясним, как связаны координаты некоторой точки на плоскости в системах коорди-
нат Oxy и Ox′y′. Для координатных векторов имеем

ı̄′ =
1√
2
ı̄ +

1√
2
̄;

̄′ = − 1√
2
ı̄ +

1√
2
̄;

;

обозначив за (x, y) и (x′, y′) координаты некоторой точки в системах Oxy и Ox′y′, получим

x′ı̄′ + y′̄′ = xı̄ + y̄⇒ 1√
2
x′(̄ı + ̄) +

1√
2
y′(−ı̄ + ̄) = xı̄ + y̄⇒


x =

1√
2

(x′ − y′)

y =
1√
2

(x′ + y′)
.

Переходя к координатам (x′, y′), получаем каноническое уравнение равносторонней гипер-
болы:

xy = 1⇒ 1√
2

(x′ − y′) · 1√
2

(x′ + y′) =
1

2

(
(x′)2 − (y′)2

)
= 1.

Каноническое уравнение:
(x′)2

2
− (y′)2

2
= 1, x′ =

1√
2

(x + y), y′ =
1√
2

(y − x). .
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Полуоси: a = b =
√

2.

Эксцентриситет: ε = c/a =

√
a2 + b2

a
=
√

2.

Фокусы: F1(
√

2,
√

2), F2(−
√

2,−
√

2).

Уравнения директрисс: x′ = ±a/ε = ±1⇒ 1√
2

(x + y) = ±1,

d1 : x + y = −
√

2; d2 : x + y =
√

2. .
Решим несколько задач на составление уравнений гиперболы.
5.

6.

7.

8.
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Парабола.

2.288. Установить, что каждое из уравнений определяет параболу, найти координаты
ее вершины A и величину параметра p.

а) y2 = 4x− 8; в) y = 4x2 − 8x + 7; е) x = 2y2 − 12y + 14.
/ а) y2 = 2 · 2(x− 2);
Каноническое уравнение: (y′)2 = 2p x′, x′ = x − 2, y′ = y, вершина A(2, 0), параметр

p = 2.
в) y = 4(x− 1)2 + 3;
Каноническое уравнение: (y′)2 = 2p x′, x′ = y− 3, y′ = x− 1, вершина A(1, 3), параметр

p = 1/8.
е) x = 2(y − 3)2 − 4;
Каноническое уравнение: (y′)2 = 2p x′, x′ = x+4, y′ = y−3, вершина A(−4, 3), параметр

p = 1/4. .
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Решим пару задач на составление парабол.
9.

10.
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Оптическое свойство кривых второго порядка.

10



14.

11



15.
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